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Stoff-Verteilung Integration

Einfiihrung in die Grundlagen:

Anderungen und Differenziale

Lineare Anderungen / Nicht-lineare Anderungen

Lineare Anderungen auf der Tangente - Differenzialbegriff

Das unbestimmte Integral — Stammfunktionen - Grundintegral 1

Integrationsregeln

Unbestimmte Integrale fUr ganzrationale und gebrochen rationalf:
Funktionen mit vielen Substitutionsarten. Umfangreiches Uhungsiaterial

Das bestimmte Integral fiir Potenzfunktionen, ganzrationale_ ungvgebrochen
rationale Funktionen, auch mit Substitution.

Integration von Wurzelfunktionen (1)
Partielle Integration: alles
Exponentialfunktionen alles
Ln-Funktionen alles
Trigonometrische Funktionen alles

Grundniveau fur einfache Anforcsitngen: Gemischtes Trainingsheft

Griindlichen Wiederholen wad Trainieren: Potenzfunktionen, Rationale
Funktionen, Wurzel-, Exrenential- und Trigonometrische Funktionen.

Lernblatt:  Die wichktiasten Integrale
HoheréesNiveau (Studium)

Integrationsmeihoden zu gebrochen rationalen Funktionen
Gebrocaenvationale Funktionen: Integration mit Partialbruchzerlegung

Gebruchen rationale Funktionen:
Redukionsformel bzw. Umgekehrte partielle Integration

Gabrochen rationale Funktionen: Integration mit arctan-Funktionen

Schwere Integrale mit gebrochen rationalen Funktionen

Integration von Wurzelfunktionen (2) mit arcsin-Funktionen
Integration von Wurzelfunktionen (3): Substitutionen mit sin und sinh
Integration der Arkusfunktionen

Schwierige Integrale Aufgabensammlung
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Vorwort

Schulen, welche im Abitur CAS-Rechner zulassen, haben ihren Stoffbereich eingeschrankt. Damit
werden viele Integrationsmethoden nicht mehr behandelt, weil dazu der Rechner verwendet werden
darf. In den Pflichtaufgaben ohne Hilfsmittel werden jedoch bestimmte Grundkenntnisse abgepruift.
Dazu gehéren die Integration von Potenzfunktionen aller Art, von ganzrationalen Funktionen und von
gebrochen rationalen Funktionen, zu denen man kein Substitution bendtigt. Hier findet der bastr Leide

Methoden: Anwendung der Kettenregel und der Substitution.

Daher gibt es jetzt neben diesem Text, der noch die ganze Anforderungsbreite enthainfnd daher fir
Leistungskurse und Studenten nach wie vor von Bedeutung ist) den neuen Text:

48030 Integration — Grundniveau
Dort findet man weitere Beispiele und Aufgaben zu den genannten Furit'orietypen. Es ist ein reiner

Trainingstext.

Inhalt

1 Grundregeln der Integration
1.1 Was bisher geschah (Grundinttégran1)

1.2 Grundregeln der Integratior

2 Integration ganzrationaler “uni«tionen 6
3 Integration gebrochen rationaler Funktionen 7
3.1 1. Merkmal: Reine Potenzfunktion 7
3.2 2. Merkmai; Potenzfunktion mit konstantem Faktor 8
3.3 3. Markmar Der Nenner enthalt keine Summe 9
3.4 4. Merkmal: Der Nenner enthalt eine Summe und der Zahler kein x
1. Methode: Potenzregel und Kettenregel 10
2. Methode: Einfache Substitution 11
o5 75, Merkmal: Der Nenner enthalt eine Summe
und der Zahler auch x (Erweiterte Substitution) 14
3.6 6. Merkmal: Der Nenner enthélt eine Summe mit x°

und der Zahler auch x

(Erweiterte Substitution quadratischer Terme) 16
4 Zusammenstellung aller Trainingsaufgaben 17
5 Losungen aller Trainingsaufgaben 19-24
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1 Grundregeln der Integration
1.1 Was bisher geschah

Als Differential einer Funktion y = f(x) bezeichnet man den Term dy =f'(x)-dx.

Die Methode, ein Differenzial rickgangig zu machen, nennt man Integration. Es gilt die Schreibweise:
_[dy:y+C bzw. If'(x)dx =f(x)+C.
Die Konstante C muss dazukommen, weil eine solche Konstante beim Ableiten verschwin let, jzlso bei

der Umkehrung nicht mehr rekonstruierbar ist. Geht man von einer Funktion f aus, da~sneant man

die mit diesem sogenannten unbestimmten Integral erzeugte Funktion eine Stamnzianition F zu f:
F(x) = If(x)dx =..+C

Weil dieses Integrieren die Umkehrung zum Ableiten ist, kann man die Probe‘mz«chen:

Es muss gelten: F'(x) = f(x)

Erstes bisher bekanntes Grundintegral aus Teil 1:

n+1

Grundintegral 1: jx”dx: A
e+ C flr n=-1

+C “fur n=-1 (G1)

A

Hinweis: Der zweite Fall heif3t ausfiihrlich: J‘%dx =lnx+C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



48012 Integrationsregeln 5

1.2 Grundregeln der Integration

Grundregel 1: Konstante Faktoren stehen lassen

Bereits vom Ableiten her weil3 man, dass ein konstanter Faktor ohne Einfluss ist und stehen bleibt.
f(x)=k-x* = f'(x)=k-2x.

Das gilt dann genauso bei der Umkehrung des Ableitens:

jk-f(x)dx:k-jf(x)dx

Beispiel: J.5x3dx=5ojx3dx=5~%x4+C:%x4+C
|
Probe: (%x4 +C) =5x° .
Grundregel 2: Summanden werden getrennt integriert

J[f(x) + g(x)] dx = jf(x) dx + l'j_(_)_dx

Beispiel: j(x2+x3)dx:jx2 dx+J‘:'3 dx:%x3+%x4+C
Probe: 1,3 1,4 C I 2 o
robe: (gx X+ )_y X
Grundregel 3: Linearitat des Integrals

J[rf(y)i:(x)] dX:r'Jf(X)dX+S-_[g(x)dx

Beispiel:

x*-5x3.cC

I(%x3 —5x2)dx = ; ;,‘3 dx+(—5).fx2 dx = % 2

Die Regel 3 ist keir'e npue Regel, sie vereint lediglich die Grundregeln 1 und 2 in einer Formel.

Mit ihr kdnnes winjetzt alle ganzrationalen Funktionen integrieren.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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2 Integration ganzrationaler Funktionen

Mit der Potenzregel (1. Grundintegral) und den soeben gezeigten Grundintegralen lassen sich alle
ganzrationalen Funktionen leicht integrieren, d.h. die Stammfunktion aufstellen.
Beispiele
(1) Berechne die Stammfunktion zu f(x)=+x"+3x-2.
4

F(x)=j(1x2 +3x—2) dx=%jx2 dx+3jx dx—2jdx=

—1.1,3 A2 _ 13,32
F(x)—4 3X +3 > X 2x+C—12x +35X 2x+C

Die Aufspaltung in die einzelnen Teilintegrale lassen wir kiinftig weg ur<. gehen so vor:

Summanden werden getrennt integriert und die konstanten Faktorer biziken stehen.

2) J(3x* =5 43)ax =4 16 -1 +3x+ C = hx° - I B

(3) j(2x5 +3x° —2x—1)dx =2. 06043 2x 2. %A Pe =1 4 3x* s xiC
Trainingsaufgaben 1

a) J'(3x+1)dx b) I(xz —2x—5)dx

c) I(%xz—%x+%)dx d) I(%x3—2x2+2)dx

e) j(2x4—x3+2x2——1;.’+ 5)dx f) j(—%x4+4x3—5x2+3x—7)dx

Bestimme C so, dass t'as Schaubild der Stammfunktion F durch den Punkt P geht:

D f(x)=x*-1 P(3]-1)
hy  f(x)=x>-2x P(110)
) f(x)=—2x*+2x-4 P(0]8)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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3 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Bei der Integration gebrochen rationaler Funktionen gibt es je nach Form des Funktionsterms

verschiedene Methoden.

Daher ist es sehr wichtig, dass man die Merkmale erkennt und die zugehdrigen Methoden weil}.

3.1 1. Merkmal: Reine Potenzfunktion

(1) Iidx = Jx_zdx S —1+ C Auswendig lernen lohnt sich!
X2 -1 X

1 3. X2 1
(2) I—sdx:jx dx:—+C:——2+C
X -2 2x

1 4 X 1 3 1
(3) —dx=|x dx=—-+C)-—- X" +C=——-
'[X4 .[ -3 3 3,3

Man schreibt den Bruch erst als Potenzfunktion, erhéht dei\Exzonent um 1

und teilt durch diese neue Hochzahl.

Achtung: Hier machen viele Schiiler immer wieder deri.rahler, dass sie die Hochzahl verkleinern

statt vergréRern: - 3 um 1 vergréRBern erqitt nicht — 4, sondern - 2.

Wir machen zu diesen 3 Integralen noch die Proues:'urch Ableiten:

1 -1 ] — -2 _i
(1) F(x)=—+C=-x"+C Fi(x)=+x" =
(2) F(x)——2—12+C:—% x “%C F'(x)=-1 (—2x’3’):x’3 —ia
X X
3) F(x):—313 +C=-x"+C F'(x)=-1 (—3x’4)—
X X

Und jetzt noch ein:wai das schon angesprochene Ausnahmeintegral:

4) j%dx:ln x|+C

Wer vassudat /nier genauso die Potenzregel anzuwenden, erhalt folgenden Unsinn:

I%dx =Ix‘1dx =>)<+C 277

Wir werden uns damit noch ausfiihrlich beschaftigen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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3.2 2. Merkmal: Potenzfunktionen mit konstantem Faktor

(5) _[izdx:_[dx:4-x—_11+0:—§+c
N _

Wer diese Aufgabe einige Male gerechnet hat, der muss die beiden Zwischenschritte nach dem 1. und

dem 2. Gleichheitszeichen nicht mehr anschreiben, denn er weil3:

1 1
Fdx:—;+C (*)

Dies kommt bei gebrochen rationalen Funktionen am haufigsten vor.

Ganz wichtig:

Zur Berechnung der Stammfunktion muss man Terme wie 4x*, ~4e . 4;2 in ein Produkt
X A

|Zah|| . |x —Potenz| aufsplitten. Der Zahlenfaktor bleibt dann steken)die x-Potenz wird aufgeleitet,

d. h. der Exponent wird um 1 erhéht, und durch diese neuens&Exp2fienten wird noch geteilt.

Man rechnet also:

I4x2dx=4-Ix2-dx \\ :4-+C:§x3+C
|

j%dx:]4-%dx=4-]x’2dx | =4~§+C=—;+C

et lamongles ) -ilqoae

Weitere Beispiele:

" -1
(6) j[—x%]dx:jng Jx:—6-'|‘x*2dx:—6-x_—1+C:§+C

Wer die Formel (7) im Kopf hat, kann einiges aus dieser Rechnung weglassen!

4 1 x 2 2
(7)  [Saei4—|dx=4[xCdx=4-2—+C=-S+C
X ) X -2 X
-1
(8) | —dx Ili dX=1~jX_2dX:1~X—+C=l(—lj+C:—i+C
3%2 3 x2 3 3 -1 3l x 3x
, , . 1 11
Hier mauss'man den Faktor im Nenner auch dort lassen, denn es gilt ja w3 % !
X X
-2
(9) jisdxz.[ﬁ.% :_I K 3dx =2, X_+C:_i2+c
2x 2 x 2 -2 4x
J.i‘ldx:.[gi4 :—J.x dx=—ﬁ/ — :—L+C
5x S x S /3(

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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3.3 3. Merkmal: Der Nenner enthalt keine Summe

METHODE: Zerlege den Radikanden in Einzelbriiche.

Man sollte zuvor die Beispiele der Seite vorher (blaue Farbung) gelesen haben.

(1) fx2 _4dX=j[ﬁ—iz]dx=j[1—izjdx=j(1—4x‘2)dx =x_4x__11+czx+i+c

X2 X% x X - X

3,2 3 2
(2) IL);de=J.[ X 5 —4X2 + 12]dx:J(%x—2+%x_2jdx

(4)

3 4 1
(1) dex (2) —dx (3) X

2x% -1 X—2 x? -9
@) = (6) =5 6) [——dx

[/A Z)Z x* -8 x*-8
(7) o ® S © R

K +3x-2 x*—-8x*+6 x?-3
(10) J“de (11) dex (12) j ——dx

2

x*+x2-2 x* +1 X% +2x% —Bx+2

(13) dex (14) j( 2X3) dx (15) | ™ dx

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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3.4 4. Merkmal: Der Nenner enthalt eine Summe und der Zahler kein x

Ist der Nennerterm eine Klammer der Form (ax + b)", dann gibt es zwei Methoden:

1. Methode: Potenzregel und Kettenregel (Division durch die innere Ableitung)

(x + 1)71 1

a) j(;zdx :‘[(2x+1)72 dx=~——=—+C=-—————+C

2x+1) -1.[2] 2-(2x+1)

Hier wurde so aufgeleitet, wie bei J.izdx, nur dass statt x eine Summe da steht, alsa.<ine
X

Verkettung vorliegt. Daher wurde zusétzlich durch die innere Ableitung E dividiert.

Man kann, wenn man unsicher ist, ob das so richtig geworden ist, die P=alle machen.

Dazu leitet man diese Stammfunktion F(x)= —;+ ¢ ab
2(2x+1)
Zum Ableiten verwendet man wieder die Potenzschreiliw.zize:
1 1 _ 2 1
F(X)=—————+C=—1(2x+1)  +C ———#"Ux) =+1(2x+1)°[2]=———
( ) 2(2X + 1) 2( ) Ableiten ) 2( ) (2X + 1)2

Bei der Anwendung der Ableitungs-Potenzrezeimuss man die Kettenregel anwenden,
die besagt, dass man (weil man ja eine Kiamii.er statt einer einfachen x-Potenz ableitet)
noch mit der inneren Ableitung (der Ktaminer) multiplizieren muss. Entsprechend wird

beim Aufleiten durch diese innere Axietung dividiert.

1 2 VRIS . r
b) j—d(4x_1)2x= (4x—1)"dx = 0 +C rrran)

Ganz ausfuhrlich:

F <pon<~* der Klammer um _1 |zuséatzlich noch durch =
[(ax—1)* Feo - (ax—1)" |2 . ([4h-1)
(4x—1)"dx ‘ 1 «~h6hen und durch — die innere Ableitung
cen neuen Exponent teilen - (der Klammer) teilen -
Hinweis: Diese Methode, einen Klammerterm zu integrieren, klappt nur bei linearen

K'ammerinhalten, also der Form (ax+b).

Enthalt die Klammer beispielsweise x?, wird das Ergebnis wieder falsch.
Man kann das jederzeit durch eine Ableitungs-Probe Uberprifen.

Ich zeige nun, wie man diese beiden Integrale mit der Methode der Substitution berechnen kann.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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2. Methode: Integration durch ,,einfache® Substitution

(1)

1
2X +1

einen Trick an. Man ersetzt den durch eine Summe kompliziert gewordenen Nenner durch

dx keine eigene Integrationsregel gibt, wendet man

Da es fir ein Integral der Form I

eine neue Variable u, was man eine Substitution nennt. So entsteht ein berechenbares

Integral:

Substitutionsmethode:

Man ersetzt die Summe 2x + 1 durch u: u=2x+1|.

Diesen Variablenwechsel von der Variablen x zu einer neuen Variablen u nfussiman

konsequent weiterfiihren, d. h. man muss auch dx auf du umrechnen. dx ist ein Differenzial.

Fir Differenziale gibt es diese Formel: dy = y" dx| oder Ldﬂ = Lo,

Unsere Substitutions-Funktion heilt .
Dazu bilden wir das Differenzial: du =u'"dx :4_:1,;{
Oder umgekehrt: dx = %dﬂ

So sieht dann die Umrechnung des komplizi¢ e integrals auf ein einfacheres aus:

1 1 N u! 1
J.W:J.u—zﬂl -~}'U2duz%'_—1+C:—2—u+C.

Unsere Stammfunktion enthaltu unaibezieht sich nicht auf die vorgegebene Variable x.
Daher muss das Ergebnis wiedemauf x zurlickgerechnet werden: Man nennt dies

Rucksubstitution. Dabeieraatzt man u wieder durch seine Bedeutung, also durch 2x + 1.

Damit sieht die kompletta B 2rechnung so aus:

1
I;dx:J—1,~-1du=%ju’2du:%-U—+C:—i+C= 1 _ic
( 2 -1 2u 2(2x+1)

Die Methhde der Substitution Iasst sich im Gegensatz zur 1. Methode, die auf der
vorigan Saite gezeigt worden ist, auch bei komplizierteren Nennertermen anwenden

and ictdaher vielseitiger einsetzbar.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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(2) Das ist fir ein Integral der Form Iﬁdx schon eine Stufe schwieriger.
4x -1

Substitutionsmethode:
Man ersetzt die Summe 4x - 1 durch u: )

Der Variablenwechsel von x zu u muss man auf das Differential ausdehnen:

Fir Differenziale gibt es diese Formel: dy = y"dx| oder |du=u"dx

Unsere Substitutions-Funktion heift )
Dazu bilden wir das Differenzial: |du =u"dx=4- dx|
Oder umgekehrt: dx = 1du

So sieht die dann Umrechnung des komplizierten Integrals auf ei.x‘eiifacheres aus:
—1

I -—I %du=%-fu_2du=1ou—+p—-—-1—+c .

(4 _1 4 1 4u

Riuicksubstitution. Dabei ersetzt man u wieder durch s¢i2 Bedeutung, also durch 4x - 1

Damit sieht die komplette Berechnung so aus:

_ BRI S P N I
j(4x 7 Sax] = jz dul=-, fudu=- ~#C=--+C= 4.(4X_1)+c

FO

dx enthalt zusatziicia.'en konstanten Faktor 5.

(3) Das Integral -I.2 2 7
X+

Zusatzlich tritt das besprochene,Auznayme-Integral auf:

Substitutionsmethode: Mari arseizt die Summe 2x+1 durch u: [u=2x+1|.

Dazu bilden wir das Differ¢nzials du=u'dx=2- dx|

Oder umgekehrt: dx = 2du

So sieht die dann Umrechnung des komplizierten Integrals auf ein einfacheres aus:

_I_ %du :éjldu:§-In|u|+C:§In|2x+1|+C
2°u 2 2

x+1

Wir m&:hen die Probe und bendtigen dazu folgende Kenntnisse:

f{x)=Inx hatals Ableitung f'(x)=—
X

1 o 2
2X +1 2X +1

Hier wurde der Kehrwert des Arguments (2x+1) gebildet und dann noch mit dessen Ableitung

f(x)=In(2x+1) hatals Ableitung f'(x)=

(man nennt dies die innere Ableitung) multipliziert.

2 5
Probe: F(x)——ln|2x+1|+C = F' (x)——~——
2 2x+1 2x+1

Und genau dies war der urspriingliche Integrand.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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(4)

(®)

METHODE der einfachen Substitution
bei gebrochen rationalen Funktionen

k
Beim Integral der Form I(—)ndx ersetzt man zuerst den Nenner:
ax+b

k
Die Substitution: u =ax+b fiihrtauf [—dx.
u

, 1
Dann muss man dx mittels |du=u"dX = dX=—-du| umrechnen und ersatz¢n.

u

Jetzt bildet man die Stammfunktion (die dann u als Variable hat).

Am Ende wird riicksubstituiert, so dass die Stammfunktion F wieder x a!s Variable hat.

Weitere Beispiele zur ,einfachen Subkstitution.

I 16 dx Substitution: u=x-—2 &isuondu=u’ dx=dx

16

(x-2)

} -2)"
dx=16_[(x—2)2d‘<:16-(x ) ico- 16 ¢

Lésung ohne Substitution: I
-1 X-2

8
j—zdx Substitution: w=4—-x also du=-dx, dx=-du
(4-x)
o8 8

8 - N\ u
:—J‘—zdu:—Jc;‘, ‘du=-8—=+—+C=
u -1 u 4-—x

+C

1
Losung ohne Substitution: [ 8— dx =8[(4-x) dx=8 4= ,o_, 8 .¢
A 1.(-1) 4—x

12
I—adx Subatitution: u=2x-1 also du=2dx, dx = %du
(2x-1)

-2
F(x)=Ig~%.‘u=bjf du=6u—+C=—%+C=—ﬁ+C
u - u 2x —1

(2x-1)” 3

12 oo

Losung ohyie Substitution: | (2)(—1)3dx =12[(2x-1)* dx =12

2.2 (2x 1)’

+C

Trainingsaufgaben 3

Diese Aufgaben sind nach beiden Methoden lésbar

2

(1) j(—dx 2) I(—dx (3) I(—dx

1—xf

Friedrich Buckel
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3.5 5. Merkmal:
Der Nenner enthalt eine Summe und der Zahler auch x
Die erweiterte Substitution
Dieses x im Zahler erschwert die Rechnung. Jetzt hilft nur noch eine Substitutionsmethode.
Beispiele
(1) J';zdx Ganz ausfiihrlich alle Schritte dargestellt:
(5x+2)
1. Schritt:  Substitution: u=5x+2 )
2. Schritt:  Differential: du=u"dx =5dx _ _
o '[ 5 X2 2:'[;; 'E;L%J‘uuzzdu
3. Schritt:  Nach dx auflésen: |dx = Zdu (5x+2)
1 u 2\ 1:(1 2
. " 1 Z—I — T da ‘—J - du
4. Schritt:  unach x auflésen: x = +(u-2) 257w W) 25/(u u
5. Schritt:  Einzelbriiche herstellen: i _1 (1_? 2
257 u )
[ U 1 2
6. Schritt: ,Aufleiten®: =—Jinpl-2=—|+C=—|Inju+= |+C
51 -1 25 u
7. Schritt:  Riicksubstitution: Fur) = — (In|5x+2|+ 2 2J+C
X+
2
(2) I 5 dx Substitution:u=2""*3 , du=dx und x=u-3
(x+3)
2 2
u-3 - .
:j( > ) du:ju 62u+9du:](‘.—§+%]du =‘[£1—§+9u2Jdu: u—6-|n|u|—g+C
u u L u oy u u
Riicksubstitution: F(X)=x+3-6:In|x+3|- +C
X+3
2 _
X Substitution: u=2-x also du=-dx, dx=-du
(3) [——dx . b
(2 2 und: X=2-u
—X)
(2-u)? 4—du+u 4 4 o 4 4
= [ = [ —du=—[| S = +1 du:—j(4u ——+1jdu:+—+4~ln|u|—u+C
'n u u u u u
Rijci<ubstitution: F(x):24 +4-In2-x[+x-2+C
-X

Friedrich Buckel
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(u-2)* -1

=

Rucksubstitution:

Substitution: u=x+2 also du=dx

und: X=u-2

2
P fus 2au= 402 -4 3np
u u

F(x ):%(x+2) ~4(x+2)+3:In|x+2|+C

Ax
2

F(x)—1 -2x-6+3-In|x+2/+C

2

( 2+4x+4) (x+2)+3~|n|x+2|+C

Achtung:  Den Summanden -6 sollte man nachtraglich streichen, denn -€+C {st wieder irgend
eine Konstante, die man K nennen kénnte. Diese -6 kommt dwrcii die Substitution

zustande.
Ergebnis: F(x):%x2 —2x+3-Inx+2|+K
Trainingsawigaben 4
2X X2 x?+x-1
1) [—22_dx 2 [——=ux 3) dx
J.(x+1)2 J.(ét—x)z '[(2x+4)2
2
X - 2L x (x+2)
4 —d 5 d 6 ~—72d
*) x—1 X R -|4x+1 X ©) -[ 2—X

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.schule



48012 Integration Gebrochen rationale Funktionen 16

3.6 6. Merkmal:

Der Nenner enthilt eine Summe mit x? und der Zahler auch x

Die erweiterte Substitution quadratischer Terme

Beispiele

(1) szx_4dx

Das neue Problem liegt darin, dass nach der Substitution des Nenners durch u=x.—4" die
Substitution von x im Zahler nicht mehr ohne weiteres maoglich ist. Denn |6st mar.die Substitution
nach x auf, folgt x> =u+4 also x = J_r\/m. Dies macht unser Integrai,komplizierter, so
dass diese Mdglichkeit entfallt.

Die Lésung ist ein ganz simpler Trick. Man berechnet zuerst das Diftefenzial du = u'dx = 2x - dx.
Ein Blick auf das Integral zeigt, dass dort im Zahler x steht und hintar/apm Bruchstrich dx.

Zieht man dieses dx auf den Bruchstrich, so hat man x-dx _tina%saus dem Differenzial folgt:

X-dx = %du . Auf diese Weise gelingt es, x-dx auf einmal 2 ersetzen.

Hier die komplette Losung:

Suedtitution: u=x>-4.
.[ X gx = X - dx _ | \Diiierenzial: du=u'dx =2x-dx
x? -4 X% -4 ! “Crsetzen von x dx: x-dx = %du
l
Idu 1
_ (27" _ 1 _1 20K
_IT_EIGdU_E'InMJrC‘ El..:x —4‘+C
Substitution: u=x2+9 .
Differenzial: du=u'dx =2x-dx
2) .[ ax_ Ersetzen von x dx: x-dx = %du
x° 19 also folgt 4x-dx = 2-du
22 gy - 2:Injul+ C=2:In|x +8[ + C = 2:In(x +9)+ C
u b
Trainingsaufgaben 5
16x 2X X+1
(1) |———dx 2 |—==—dx (3) T dx
sz +12 J. J.x2 +2X

(=)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



48012 Aufgabensammlung 17

4 Zusammenstellung aller Trainingsaufgaben

Trainingsaufgaben 1

(1) .[(3x+1)dx (2) j(xz —2x—5)dx
(3) I(%xz—%x+%)dx (4) j(%x3—2x2+2)dx
(5) J’(Zx4 —x* +2x° —%x+5)dx (6) J'(—gx“ +4x° —5x? +Tt,:—7)dx
Bestimme C so, dass das Schaubild der Stammfunktion F zu f durch den Punkt Fiaekt:
7 f(x)=x*-1 P(31-1)
®) f(x)=x>-2x P(110)

© f(x)=—1x*+2x-4 P(018)

Trainingsaufaasen 2

3 4 1
(1) —dx (2) j;dx (3) 5 O
2x2 -1 X—2 x? -9
(4) j ——dx (5) j-de (6) j — dx
x—2Y x —8 x*-8
(7) j ( 4X) dx (8) "~ ¢ © o
x> +3x -2 Lo o xt-8x"+6 x> -3
(10) dex QLD j X (12) j ——dx
2
xt+x2-2 x* +1 x* +2x% —5x +2
(13) | o N (14) j( 2X3) X (15) | ™ dx

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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18

(16)

(19)

(22)

(25)

28 _
(28) X2 +12

Trainingsaufgaben 3

2

(1-x)’
-3

(2x-4)'

(17) j dx (18)

(20) j dx (21)

Trainingsaufgaben 4

X2

23 d 24
(23) | T (24)
(26) | jx_+x1 dx (27)

Trainingsaufgaben!5

2X

(x—af

(29) j dx (30)

f24

jx2+x- 4

J~ X+1

(x+’|2)2

J- 12 dx

(x-2)°

(2x+A\,2

l-() -.-2)2

=X

dx

X% + 2x

Friedrich Buckel
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5 Losungen aller Aufgaben

nur auf der CD

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule





